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Problemas en estadística

Datos: x1, x2, . . . , xn

Representación de una muestra aleatoria: X1,X2, . . . ,Xn

Modelo: Xi ∼ F , i = 1, . . . , n, independientes
Problema: F =?
Frecuentemente, se supone Xi ∼ Fθ, i = 1, . . . , n, con θ ∈ Θ ⊂ Rk .
Hallar estimadores de θ.



Un poco de historia – Remuestreo jackknife

La técnica jackknife fue desarrollada por Quenouille y Tukey, interesados en estimar sesgo
y variabilidad de un estimador.
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((
θ̂ − Eθ(θ̂)
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- biasθ = Eθ(θ̂)− θ

El estimador jackknife de un parámetro se obtiene eliminando sistemáticamente cada
observación de un conjunto de datos, calculando la estimación del parámetro sobre las
observaciones restantes y luego combinando estas observaciones.



Jackknife

Ejemplo 1. Si el parámetro a estimar es la media poblacional de una variable aleatoria X ,
entonces para una muestra aleatoria X1, . . . ,Xn, el estimador natural es la media muestral:

X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi

Se procede como sigue: para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, calculamos la media X̄(i) de la
submuestra jackknife formada por todos los datos excepto el i-ésimo:

X̄(i) =
1

n − 1

n∑
j=1,j ̸=i

Xj , i = 1, . . . , n.

Estas n réplicas jackknife X̄(1), . . . , X̄(n) aproximan la distribución de la media muestral X̄ .
Finalmente, el estimador jackknife se obtiene promediando estas réplicas:

X̄(.) =
1
n

n∑
i=1

X̄(i).



Jackknife - Ejemplo 1

En el caso particular de la media, puede demostrarse que

X̄(.) =
1
n

n∑
i=1

X̄(i) = X̄ ,

y como E[X̄(.)] = E[X̄ ] = E[X ], X̄(.) es insesgado.
Además,

Var(X̄(.)) = Var(X̄ ) =
Var(X )

n
.

Sin embargo, estas propiedades no se cumplen en general cuando se desea estimar otros
parámetros.



Jackknife – Ejemplo 1

El estimador X̄(.) puede utilizarse para construir una estimación empírica del sesgo de X̄ :

b̂ias(X̄ )jack = c
(
X̄(.) − X̄

)
,

con c > 0. En este caso, como X̄(.) = X̄ , el sesgo estimado es cero.
Una estimación jackknife de la varianza de X̄ puede calcularse a partir de la varianza de las
réplicas:

V̂ar(X̄ )jack =
n − 1
n

n∑
i=1

(
X̄(i) − X̄(.)

)2
=

1
n(n − 1)

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2
.



Jackknife

En general, para un estimador θ̂ se puede demostrar que
el estimador jackknife para el sesgo θ̂ de está dado por

b̂ias(θ̂)jack = (n − 1)
(
θ̂(.) − θ̂

)
,

el estimador jackknife de la varianza de θ̂ resulta

V̂ar(θ̂)jack =
n − 1
n

n∑
i=1

(
θ̂(i) − θ̂(.)

)2
,

donde θ̂(i) es el estimador calculado eliminando la i-ésima observación y

θ̂(.) =
1
n

n∑
i=1

θ̂(i).



Jackknife – Ejemplo 2

Un estimador jackknife para θ se puede definir como

θ̂jack = θ̂ − b̂ias(θ̂)jack

= θ̂ − (n − 1)
(
θ̂(.) − θ̂

)
= nθ̂ − (n − 1)θ̂(.)

Ejemplo 2. Parámetro de interés: θ = maxF ,
X1,X2,X3 ∼ F independientes.
Datos: 1, 2, 100
Estimación: θ̂ = 100
Estimador jackknife: ?



Un poco de historia - Paper de Efron



Función de distribución acumulada

Función de distribución acumulada:
Sea X una variable aleatoria,

F (t) = P(X ≤ t) = E
[
I(−∞,t](X )

]
.

Función de distribución acumulada empírica:
Sean X1,X2, . . . ,Xn i.i.d., Xi ∼ F ,

F̂n(t) =
1
n

n∑
i=1

I(−∞,t](Xi ).

F̂n(t) es una función aleatoria.
Representa la CDF de una variable discreta que asigna masa 1/n a cada X1, . . . ,Xn.



Resultados sobre F̂n

Para cada t fijo, por la Ley de los Grandes Números:

F̂n(t)
c.s.−−→ F (t).

Teorema de Glivenko–Cantelli:
Sea X1, . . . ,Xn una muestra i.i.d. con función de distribución F , y sea F̂n la función de
distribución empírica.

sup
t∈R

∣∣∣F̂n(t)− F (t)
∣∣∣ c.s.−−→ 0



Funcionales – Ejemplos

Un funcional T (F ) es una aplicación que se calcula sobre funciones de distribución.

Muchas veces un parámetro de interés puede escribirse como:

θ = T (F )

Media:
T (F ) = EF (X ) =

∫
t dF (t)

Varianza:

T (F ) = EF

[
(X − EF (X ))2

]
=

∫
t2 dF (t)−

(∫
t dF (t)

)2

Mediana:
T (F ) = F−1(0.5) = inf{x ∈ R : F (x) ≥ 0.5}



El método plug-in como fábrica de estimadores

Mundo Ideal

F

θ = T (F )

Mundo Real

F̂n

θ̂ = T (F̂n)



Bootstrap ideal

Planteo del problema
Supongamos que deseamos estimar θ = T (F ) basándonos en una muestra X1,X2, . . . ,Xn iid,
cada una con distribución F .

Sea θ̂ = h(X1, . . . ,Xn) un estimador de θ.

Para hacer inferencia, nos interesa conocer la distribución de θ̂: GF (u) = PF (θ̂ ≤ u), o alguna
característica de su distribución.

En general, estas cantidades no son fáciles de obtener. En particular, la distribución de θ̂ suele
ser complicada.

Idea
Una opción es estimar GF (u), o alguna característica como por ejemplo la VarF (θ̂).

Dificultad
Solo contamos con una muestra, es decir, observamos un único valor de θ̂.



Bootstrap ideal

Pregunta
¿Cómo podemos estimar GF ?

Idea: estimador plug-in
El estimador bootstrap ideal de GF (u) es el estimador plug-in:

ĜF (u) = G
F̂
(u),

donde F̂ es la distribución empírica (por simplicidad, omitimos el subíndice n).

¿Qué significa hacer plug-in?
Teníamos,

GF (u) = PF (θ̂ ≤ u) = PF (h(X1, . . . ,Xn) ≤ u)

Luego, definimos
ĜF (u) = P

F̂
(θ̂∗ ≤ u) = P

F̂

(
h(X ∗

1 , . . . ,X
∗
n ) ≤ u

)
,

donde X ∗
1 , . . . ,X

∗
n son iid con distribución F̂ .

El asterisco indica que ahora la distribución poblacional es F̂ (en lugar de F ).

Idea clave
El bootstrap ideal consiste en hacer como si la distribución poblacional desconocida F fuera la
distribución empírica conocida F̂ .



Ejemplo 1. Varianza de la mediana muestral

Objetivo
Calcular el estimador bootstrap ideal de la varianza de la mediana muestral.

Sean θ = medF (X ) y θ̂ = med
F̂
(X ).

Supongamos n = 3 y observamos: x1 = 5, x2 = 2, x3 = 9.

θ̂ = inf{x : F̂ (x) ≥ 0.5} = 5



Ejemplo 1. Varianza de la mediana muestral

Nos interesa estimar:
VarF (θ̂)

El estimador bootstrap ideal es:
Var

F̂n
(θ̂∗)

Clave
Si los datos tienen distribución F̂ , entonces θ̂∗ es una variable aleatoria discreta que solo puede
tomar los valores:

5, 2, 9.

Idea
En este caso simple podemos calcular explícitamente la distribución de θ̂∗.



Ejemplo 1. Varianza de la mediana muestral

Hay 33 = 27 posibles ternas ordenadas (X ∗
1 ,X

∗
2 ,X

∗
3 ) con valores en {2, 5, 9}. Cada una ocurre

con probabilidad 1/27.

Resultados posibles

Muestra θ̂∗ (mediana) Probabilidad
{2, 5, 9} 5 6/27
{2, 2, 5} 2 3/27
{2, 2, 9} 2 3/27
{5, 5, 2} 5 3/27
{5, 5, 9} 5 3/27
{9, 9, 2} 9 3/27
{9, 9, 5} 9 3/27
{2, 2, 2} 2 1/27
{5, 5, 5} 5 1/27
{9, 9, 9} 9 1/27



Ejemplo 1: Varianza de la mediana muestral

Distribución de la mediana bootstrap

P
F̂
(θ̂∗ = 2) =

1
27

(3 + 3 + 1) =
7
27

P
F̂
(θ̂∗ = 5) =

1
27

(6 + 3 + 3 + 1) =
13
27

P
F̂
(θ̂∗ = 9) =

1
27

(3 + 3 + 1) =
7
27

Función de distribución acumulada

ĜF (u) = P
F̂
(θ̂∗ ≤ u) =


0 si u < 2
7
27 si 2 ≤ u < 5
20
27 si 5 ≤ u < 9
1 si u ≥ 9



Ejemplo 1: Varianza de la mediana muestral

Varianza bootstrap ideal
El estimador bootstrap ideal de la varianza es:

Var
F̂
(θ̂∗) = E

F̂
[(θ̂∗)2]−

(
E
F̂
[θ̂∗]
)2

Cuenta

E
F̂
[(θ̂∗)2] = 22 · 7

27
+ 52 · 13

27
+ 92 · 7

27
=

920
27

≈ 34.07

E
F̂
[θ̂∗] = 2 · 7

27
+ 5 · 13

27
+ 9 · 7

27
=

142
26

≈ 5.26

VarF̂ (θ̂
∗) ≈ 34.07 − 5.262 = 6.4024



Ejemplo 2: Varianza de la media muestral

Objetivo
Calcular el estimador bootstrap ideal de la varianza de la media muestral.

Sean θ = EF (X ), y θ̂ = 1
n

∑n
i=1 Xi .

Nos interesa estimar: VarF (θ̂).

Estimador bootstrap ideal: Var
F̂
(θ̂∗).

Sabemos, para cualquier F : VarF
( 1
n

∑n
i=1 Xi

)
= 1

nVarF (X ).

Aplicando bootstrap

Var
F̂
(θ̂∗) =

1
n
Var

F̂
(X ∗) =

1
n

(
E
F̂
[(X ∗)2]− E

F̂
[X ∗]2

)
=

1
n

1
n

n∑
i=1

X 2
i −

(
1
n

n∑
i=1

Xi

)2
 .



Comentarios

El ejemplo 2 es muy particular, θ̂ es una función lineal de X .
Casi siempre, calcular el estimador bootstrap ideal requiere enumerar todos los posibles
valores de θ̂∗,calcular sus probabilidades,enumerar todas las muestras posibles
{X ∗

1 , . . . ,X
∗
n }

El número de muestras posibles crece muy rápidamente con n, haciendo el cálculo del
bootstrap ideal impracticable.
De hecho, existen:

(2n−1
n−1

)
muestras distintas {X ∗

1 , . . . ,X
∗
n }. Por ejemplo, para n = 30, el

número de muestras (distintos elementos en la original) las muestras es ≈ 5.91 × 1016.



Bootstrap (bootstrap simulado)

Motivación
El estimador bootstrap ideal ĜF de GF , si bien es conceptualmente calculable (depende de F̂ ),
es impracticable, ya que requiere enumerar un número exorbitante de muestras.

Idea
Aproximar ĜF mediante simulación.

Definición
El estimador bootstrap de GF (u) se basa en generar B realizaciones bootstrap:

θ̂∗1, . . . , θ̂
∗
B iid ∼ G

F̂
.

Se define:

Gboot(u) = Ĝboot(u) =
#{θ̂∗b : θ̂∗b ≤ u}

B
.



Bootstrap (bootstrap simulado)

Cómo obtener las realizaciones θ̂∗1, . . . , θ̂
∗
B?

Repetimos el siguiente procedimiento para b = 1, . . . ,B :

Muestrear con reposición n observaciones de {X1, . . . ,Xn}, obteniendo {X ∗(b)
1 , . . . ,X

∗(b)
n }

Calcular
θ̂∗b = h(X

∗(b)
1 , . . . ,X

∗(b)
n )

Podemos calcular Gboot o bien, por ejemplo, definir el estimador de la varianza bootstrap de θ̂
como

Vboot(θ̂) =
1
B

B∑
b=1

(θ̂∗b − θ̂∗)2

donde

θ̂∗ =
1
B

B∑
b=1

θ̂∗b.



Bootstrap

En resumen, tenemos
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